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师 ： 我们可以从图 ５ 的角度理解相关系数与两

个 《 维向量夹角之间的关系 ． 当 ｒ ＞ ０ 时 ， 两个 《 维

向量夹角越小 ， 两个变量的线性相关性越强 ， 相关

系数的值越大 ． 当 〃 ＜０ 时 ， 两个 《 维向量夹角越大 ，

两个变量的线性相关性越强 ， 相关系数的值越小 ．

师 ： 我们梳理下相关系数定义的内涵和意义 ．
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３ 教学反思

３ ． １ 构建有意义 、 关联性的学习 ， 帮助学生理

解学习概率统计知识

在面对概率统计中的概念与公式时 ， 很多教师

认为这部分只是套用公式 ， 而在公式教学时只是呈

现公式 ， 并未讲公式的来龙去脉 ． 很多学生困惑这

些公式从哪来 ， 为何要引进如此复杂的公式 ， 于是

概率与统计也便成为学生学 习 比较困难的地方 ． 但

是随着时代发展 ， 概率统计知识 日 益重要 ， 统计教

育不能仅囿于看看书 、 算算题 ． 教师应努力构建有

意义 、 关联性的学 习 ， 帮助学生理解概率统计知识 ．

３ ．２ 培养学生从生活中抽取柢率统计问題模

型 ， 提髙统计素养 ， 体会建模思想

传统的统计教育
一

个明显的弊端就是教学偏

重理论 ， 缺乏直观 ？ 本文对相关系数定义教学进行

重构时尝试更多结合生活实例 ， 期望在构造对相关

系数定义理解的基础上 ， 提高学生利用相关系数分

析 日 常生活中的问题 ， 并能用统计的观点对统计结

果进行评判 ， 这就是统计素养 ． 在高中阶段 ， 学生

深刻理解相关系数的定义 ， 可以理解统计模型中模

型优劣的评判标准 ， 有利于培养学生的建模思想 ．

参考文献

［
１

］中华人民共和国教育部 ？ 普通高中数学课程标准 （
２０ １ ７ 年版 ）

［
Ｍ

］
． 北

京 ： 人民教育 出版社 ，
２０ １ ８

［
２

］人民教育 出版社 ， 课程教材研究所 ， 中学数学课程教材研究开发中

心 ？ 普通高中教科书 （Ａ 版 ） ： 数学 （必修第三册 ） （选修 ２
－

１
 ＞ （选修

２
＿

３
） ［
Ｍ

］
． 北京 ： 人民教育 出 版社 ，

２ 〇〇９

Ｐ ］李俊 ？ 中小学概论统计教学研究 ［
Ｍ

】
． 上海 ： 华东师范大学 出版社 ，

２０ １ ８

（本文系广东教育学会 ２〇 １ ８ 年度 （下半年 ） 教育科研规划小课题 《高

中概率统计学 习认知障碍分析与对策研究 》 （课题编号 ： ＧＤＸ ＦＣＴ １ ６ １ ７２ ）

阶段成果之
一

）

关注概念理解 ，
拓宽解题视野

＿＿有关平面向量数量积的投影概念的学习和应用

林海川福建省漳州市东山第
一

中学 （
３６ ３４００

〉

在学 习数学的过程中 ， 概念学习是不可或缺的

过程 ， 数学概念是理解数学命题和解决数学问题的

基础 ． 在新知识的学习过程中 ， 往往会有新概念的

引入或者新定义的出现 ． 有些概念或定义容易在学

习 的过程中 ， 因为不加以重视理解而被忽视或者产

生混清 ， 如直线的截距 ， 函数的零点 、 极值点 ， 异

面直线的成角 ， 平面向量的投影等 ． 所以笔者认为 ，

在新知识的学习过程中 ， 对新的概念或定义作具体

深入的分析和阐述 ， 或将其与之前所学的数学概念

进行类比和区别是很有必要的 ． 在此基础上 ， 才能

促使学生对概念的真正理解 ， 使得学生有意识地使

用进而善于使用 ， 生成相应的解题思路和方法 ， 拓

宽解题的视野 ， 提升数学的理性思维及应用能力 ．

１ 知识背景

平面 向量的学 习 中 ，
主要从基底化的思想 ， 坐

标化的运算和几何量 （模长 、 夹角 、 投影等 ） 的应

用三个维度进行学 习 ． 其中平面向量的数量积运算

集中体现这三个维度的运用 ， 也是在学 习三角余弦

两角和差公式和正余弦定理的知识过程中常用 的

证明方法 ， 是该章节学习过程中的重点 内容 ．

人教Ａ版高中数学教科书必修 ４对于平面向量

的数量积给出 了如下的定义 ： 已知两个非零向量
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和 ６
， 我们把数量
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为 ａ 与 ６ 的夹角 ， ｋ ｌ

ｃｏ＃ （
｜

Ａ
ｌ

ｃｏＷ
） 叫作向量 《

在 Ａ 方 向上 （ 向量 Ａ 在 ｆｌ 方向上 ） 的投影 ［

１

］

． 我们

规定 ， 零向量与任
一

向量的数量积为 〇 ．

在 以上的定义 中 ， 教材特别指 出 了投影的概

念 ， 从以下图形帮助学生理解投影这个新的概念在

几何图形上所表示的意义 ．

图 １

特别地 ， 当两个非零向量同向共线时 ，
ａ６

＝
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； 当两个非零向量反向共线时 ，
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Ａ
｜

； 当两个非零向量垂直时 ，
《

＿ ６ 
＝

０ ．

数量积的概念中 ， 特别强调了投影的概念 ， 应

当注意到以下几点 ：

（
１

） 数量积的运算 ， 需要涉及两个向量的模

长和夹角共三个量 ， 数量积结果是
一

个数量 ？

（
２

） 其中
｜

ａ
｜

ｃｏ ｓ （９
（
Ａ

｜

ｃｏｓ ６
＞

）作为 向量 ａ 在 Ａ 方

向上的投影 （ 向量 ６ 在 《 方向上的投影 ） 成为新的

量 ， 则整个数量积的运算就只需要考虑两个量 ．

（
３

） 投影是
一

个数量 ， 同时必须注意是哪个

向量在哪个向量方向上的投影 ．

（
４

） 投影数值的正负与两向量的夹角有关 ．

（
５

） 投影可以帮助我们理解数量积的运算性

质 ， 如 （
＜ ｊ ｒ ＋ ６＞ ｃ

＝
ｆｌ

－

ｃ ＋ ６ －

ｃ
， 即考虑 在 ｃ 方 向

上的投影等于 ｆｌ 在 ＾

■ 方 向上的投影和 ６ 在 ＾ 方向上

的投影之和 ．

投影的概念为平面向 量数量积的运算提供的

新的思考角度和计算方式 ， 拓宽了解题的视野 ． 尽

管数量积是一个数量 ， 但是模长 、 夹角 、 投影都体

现了几何的维度 ， 所以运用投影计算数量积时 ， 往

往伴随着对几何图形的分析 ？ 在数量积的解题应用

过程中 ， 由于对基底化思想的强化和坐标运算的应

用 ， 学生往往不善于从投影的角度来看待数量积 ，

也因此在解题思路上形成了
一

定的固化模式 ， 忽视

了投影这
一

知识的应用 ．

以下笔者从平时课堂教学中选取若干实例 ， 阐

释如何引导学生有意识地应用投影的概念解决 向

量数量积的相关问题 ．

２ 案例评析

例 １ 在直角三角形 Ｘ５Ｃ 中 ，
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２

＋茂 ．瓦

＝ ＡＣ＝３ ６ ．

生 ２ ： 以点 Ｃ 为坐标原点 ， 建立坐标系 ， 设点

卓６
，
０

） ， 点
５

（
０

，
６

） ，
巧 ＝

（

一

６
，
＆

） ，
元 ＝

（

－

６
，
０

） ，

所以＠ ＝
３ ６ ．

生 ３ ： 巧 －瓦 ＝

｜

瓦
丨

２

＝
３ ６

， 其中 ＾５ ｃｏ ｓ Ｊ
＝

瓦
丨

， 所以通 ＝

｜

￥
丨

２

＝ ３ ６ ．

评析 生 １ 和生 ２ 两种方法很好地运用 了基底

化分解和坐标化运算的思路 ， 也代表了大多数学生

的解题思路 ． 生 ３ 从数量积的定义出发 ， 应用数量

积中投影的概念 ， 从而解决这一问题 ． 该例子等价

于 ： 在以仙 为直径的圆上 ， 点 Ｃ 为 圆上的
一

点 ，

则可求得＾ 瓦 ＝

１

＾
丨

２

 ．

例 ２ 已知在 Ａ／Ｊ５Ｃ 中 ，
乂５

＝
４

，
ｄＣ 

＝
６

， 该

三角形外接圆的圆心为 则 ＾５ ． 記 ＝



？

图 ２

解析 如图 ２
，

？記 ＝元
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￥ 

—Ｂ
）

＝
ＡＯＡＣ － ＡｄＡＢ

＝－Ｊｃ
２

－ － ＡＢ

２

＝
１ ０ ．

２２

例 ３ 已知椭圆
ｆ

＋ ｙ ＝
ｉ 的左 、 右焦点分别为

心 尸
２

， 点 Ｍ 为椭圆上异于长轴端点的动点 ，

的内心为 ／
，
ｍ

＾

ＭＩ ＭＦ
２
＝

ｍｆ
２

生 ４ ： 特别地 ， 取点 Ｍ 为短轴端点 （如图 ３
） ，

補圆 中 ，
ａ
＝

ＶＪ ，
ｆｃ
＝

 ｌ
，

ｃ
＝

 ｌ
， 则 由＝

？

＾

（
２ ￡ （

＋２ｃ
）
ｒ ＝

丄２ｃ ．

ｂ
， 可知

ｒ
＝

Ｖ５
－

１
， 所以 ／

（
〇

， 万 １
） ，

２

Ｍ
（
０

，
１
） ，Ｆ２ （

１
，
０

） ，Ｍ／＝
（
０

， Ｖ２ ２
） ，ＭＦ２

＝

（ ｌ ＼
） ｙ

进而得到＾＾ 
＝ 万 －

１ ．

Ｉ

ＭＦ
， ｜

生 ５ ： 注意到 即为＾ 在ｇ 方向上
ＭＦ

２ ＼
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的投影 ， 即 为
｜

ＭＣ
｜（如 图 ４

） ， 由
Ｉ

Ｍ４ Ｈ ＭＣ Ｉ

，

｜

Ｆ
２
Ｓ

｜

＝

｜

Ｆ
２

Ｃ
｜

， 所以
｜

Ａ／Ｃ
｜

＝ ＾＾ 

＝

评析 生 ４ 通过大胆地取特殊位置 ， 很好地将

向量坐标具体表示出来 ， 得到具体的运算结果 ． 这

种小题小做 （只求对不求真 ） 的方法 ， 或是考试的
一

种高效的得分策略 ， 需要
一

定敏锐的观察能力 ，

然而不应该是平时学 习 的
一

种常态 ． 生 ５ 很敏感地

察觉到代数式所对应的几何意义 ， 同时使用平几知

识和椭圆 的定义 ， 充分利用数学的概念和性质 ， 体

现了对数学概念的深刻理解和应用能力 ．

例 ４ 已知在 Ａ／ （５Ｃ 中 ， 角 所对的边分别

为 ａ
， ６ ， ｃ ， 且 Ｃ 

＝

｜
，ｃ

＝
２

， 则当 取得最大

值时 ，

￥ 的值为


？

ａ

生 ６ ： 以 所在直线为 ；ｃ 轴 ， 边 ／ （５ 的中点为

原点建立坐标系 （如图 ５
） ，

ｃ
＝

２
，Ｃ 

＝

ｆ
可知 Ａ／ＩＳＣ

的外接圆 ？ Ｚ？直径为 ２ ７？＝ 
１

＾
， 即点 Ｃ 在优

ｓ ｉｎ

７

＾３

３

弧 Ｇ 上运动 ，

乙 ＝０Ｚ） 的方程为 ｊｃ

２

＋ Ｃｖ
－

ｒｚ

＾
〇

２

＝

＾
３５ Ｃ （

；ｃ
， ；〇 ，

：Ｓ 
＝

（
２

，
０

） ，
：＾

＝

（
；ｃ ＋  １

， ＞〇 ，

＾ ？ｆ 
＝

２ ；ｒ ＋ ２
， 所以当 取得最大值时 ， 此

时 Ｃ 的横坐标最大 ， 此时 ｃ
（￥ ，

＃ ） ， 此时 ２ ＝

３３ ａ

ＡＣ
￣

ＢＣ

２ ＋ ＞／３

生 ７ ：ｃ
＝

２
，Ｃ 

＝

ｆ
可知 的外接圆直径

为 ２ ／？＝ 
－＾－ ＝

＾ ， 即点 Ｃ 在优弧Ｇ 上运动 ， 当

ｓ ｉｎ
＾３

３

冗 ．瓦取得最大值时 ， 该问题从动态转化成静止

的情况 ， 那么关键是如何找到这个静止时刻的点 Ｃ

的位置 ， 当３ ．瓦取得最大值时 ， 等价于瓦 在３

方 向 上的投影达到最大 ， 即 当直线 ／ 垂直于直线

且与圆相切时 ， 切点即为点 Ｃ 的位置所在 ，

如图 ６ 所示 ， 由圆的切线性质可得 ＺＢＣＤ 
＝

 ， 所

ＺＡ ＋ ＺＢＣＤ ＋－ ＝
２ＺＡ ＋－ ＝ 

－

， 可得 乙４
＝ 五

３ ３２ １ ２

在 中 ， 有正弦定理可得
ｂ
＿

ｓ ｉｎ ／． ＣＢＡ

ａｓ ｉｎ ＺＡ

ｓｍ

７ ７Ｃ

Ｊ２

ｓｍ

１ ２

评析 有些学生表示建系坐标化符合 自 己的思

维 习惯 ， 与 自 己的解题能力较为贴近 ， 若在考试中 ，

数学解题从熟悉的角度和常用 的方法入手 ， 这是很

自 然的思维 习惯 ． 但在平时的学 习 中应该勇于接受

新的方法 ， 尝试新的角度 ， 拓宽 自 己的解题视野 ，

丰富解题模型 ， 只接受熟悉的套路是
一

种惰性思维

的体现 ， 无法接受和理解则不能熟练掌握 ， 结果只

会越排斥 ， 进而使解题视野变得狭小 ．

例 ５ 已知 Ｏ 为坐标原点 ， 动点 Ｊ 在圆 Ｃ
，

：

（
；ｃ
＿

１
）

２

＋／ ＝
１
上运动 ， 动点 Ｓ

在圆
Ｃ

２
：
（
ｊｃ
－ ２

）

２

＋／ ＝
１

上运动 ， 则 沉 的最小值为


．

解析 （从投影的 角 度上 ） 首先对于任意
一

个

确定的说 ， 当 向量＠ 在￥ 方向上的投影达到最

小时 ， 此时 Ｑ５ ／ ／ＣＭ
，为 圆 （：

２ 的切线即 ３￡ 丄

Ｃ
２
５

，５五 丄 ０４（如 图 ７ 所示 ） ． 此时沉 在＾ 方

向 上 的投影为 －

１

〇￡
｜

＝ －

｜

５Ｄ
｜

＝ －

（
ｌ
－

２ ｃｏ ｓ的 ？ 其 中

Ｉ

〇４
｜

＝ ２ ｃｏｓ ６
ｉ

，ＯＡ ＯＢ ＞ －
＼

ＯＡ
＼

（ ＼
￣ ２ ｃｏ ｓ ６

） 

＝
Ａ ｃｏｓ

２

９ －

２ ｃ〇 ｓｈ －

｜ ， 所以 （
石 涵 ）

咖 ， 此时 Ｃ〇 Ｓ ０ 
＝

｜ ，

４ ４ ４

Ｒ ＣＪ ／ ／ＯＡ ？
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３ 教学思考

数学题 目是数学知识与方法的载体 ， 解题是数

学思维活动的主要过程 ， 在平时的学习过程中 ， 应

该勇于探索 ， 积极尝试 ． 深化对数学概念的理解 ，

不仅应把握主干也要关注细节 ， 也应重视知识之间

的广泛联系 ． 很多学生往往认为数学理性思维的过

程只存在于解题的逻辑分析和运算过程之中 ， 而对

数学概念的学 习 只停留于简单的记忆认知 ， 事实

上 ， 很多数学概念的产生和发展充满了思辨的过

程 ． 重视和深化数学概念的教学 ，
理解概念的本质

和内涵 ， 可以使学生多角度的理解数学命题模式 ，

让学生在解题过程中 ， 更加明确研究对象 ， 灵活运

用相关 的概念 ， 有助于其对解题方法的预判和选

择 ， 更加高效的提取知识 ， 拓宽解题视野 ， 将解题

思维的训练落到实处 ．
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从一道作业谈平面向置问题的求解思路

陈碎娇邱华先

浙江省云和中学 （
３２３６００

）

平面向量知识的考查 ， 常见于高考试题中 ， 且

题型都比较新颖 ， 解法也比较多样 ， 既可以从代数

角度来分析 ， 也可以从几何角度进行思考 ， 比较灵

活 ． 也正因如此学生在求解此类问题时 ， 往往抓不

住要点 ， 无法迅速地找到问题的突破 口 ． 本文针对

平面向量问题的求法 ， 提出观点 ： 以图为先 ． 亦即

从图形入手 ， 分析问题特征 ， 再辅以代数或几何方

法进行剖析 ， 从而解决问题 ．

１ 问題的提出

笔者在高三复 习平面 向量时布置
一道平面向

量题 ： 在Ｍ５Ｃ 中 ， （
＾５ －

３ｆ
）
丄 则角 Ｊ 的最

大值为


．

面对这道题时 ， 很多学生不知道从何入手 ， 于

是通过讲评帮助学生梳理、 提炼基本思路便成了这

节课的价值所在 ．

２ 课錄学简录

笔者首先问了学生的思路是怎样的 ， 他们基本

都没什么好的想法 ， 感觉找不到 问题的突破 口在

哪 ， 不知道怎么分析问题 ． 于是 ， 笔者又问 了 ： 你

们画出 图象没有 ？ 他们回答 ： 画了 ，但画出 的

没什么特殊性 ， 所以导致找不到好的思路 ． 对此 ，

笔者又提醒学生考虑处理向量问题常用 的有哪些

思路和方法 ， 看看这些方法能不能适用 ， 然后再分

析图形中哪些量是不变量 ， 哪些是变量 ， 再逐一引

导出下面的思路和解法 ．

３ 思考与探究

在平时教学中 ， 笔者要求学生先对问题背景进

行分析 ， 特别是能将问题用 图形表示的时候 ，

一定

要画出 图形 ， 从图形中往往能找到突破 口 ． 根据题

意作出 ＡＡｆｆＣ 图象 ， 如图 １ 所示 ． 延长 至点 ￡＞

，

满足冗 ＝ ３瓦 ？ 由 （
冗 －

３瓦
）
丄茂

， 知 丄 ＣＳ ．

图 １

这就是问题中所体现的图象应满足的条件 ． 在

解决向量问题时 ， 通常有三种常用方法——基底

法 、 坐标法 、 几何法 ． 下面就在这个图象背景下运

用这三种方法进行解决问题 ？

３ ． １ 基底法

解决向量问题时 ， 通常可以选择
一组不共线的

向量作为基底 ， 运用这组基底来表示出其他的 向

量 ， 从而解决问题 ．

解法 １ 设 ＡＳ
＝

ｃ
，
ＪＣ

＝
６

（以 ｃ
，
６ 为基底 ） ，

ｊ３ （Ｊ
ＣＢ

￣

ｃ 

—

ｂ ．

—

３瓦
）
丄 ＾５

，
／ ．

（
ｃ
－

３ｂ
）

－

（
ｃ
－

ｂ
）

＾ ０ ，

展开得 

４Ａ ．

ｃ 
＝

ｃ
２

＋ ３６
２

 ？

设 丄４此 的角 ４ 及 Ｃ所对边分别为 山 ＾ ．

： ． ４ｂｃ ｃｏ ｓ Ａ
＝

ｃ
２

＋ ３ｂ
２

，

即 
ｃｏｓ ｄ

ｃ
２

＾ｂ
２

Ａｂｅ

丄

４

４
ｘ ２ ｘ


